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Διδακτικά εμπόδια στην έννοια της ασύμπτωτης συνάρτησης 
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Λέγοντας τον ὀρο «διδακτικά (ή και γνωστικά) εμπόδια») εννοούμε τα επιστηµολογικά εμπόδια που όταν 


μπαίνουν στην διδακτική πρακτική ονομάζονται έτσι. Στην συγκεκριμένη περίπτωση. ένα διδακτικό εμπόδιο 


είναι η ἴδια η ετυμολογία της 


λέξης 


παραπέμπει σε µια ευθεία που 


αφού  νοηµατοδοτικά 


«τείνει να γίνε εφαπτόµενη 
στην καμπύλη στο άπειρο» «ὡς 
µια ευθεία «που πλησιάζει στο 
άπειρο το γράφημα της 
συνάρτησης χωρίς να το 


ακουμπώῶ τέλος πάντων, η 


ετυμολογία παραπέμπει σίγουρα 
σε «μια ευθεία που δεν ακουμπά 
την συνάρτηση» | Να 
επαναλάβουµε. ὁὀτι αυτές οι 
πληροφορίες, ὃεν βγαίνουν από 
ορισμό της 


έννοιας της ασύμπτωτηῆς, αλλά 


τον μαθηματικό 


απὀ την ἴδια την λέξη -όρο -- 


έτυµμον «ασύμπτωτη» ἈΧΝα µην 


ξεχνάμε, ότι η ἴδια η λέξη. 
προὐπάρχει της µαθηµατικής 
έννοιας Ένας µαθητής κάλλιστα 
µπορεί να την γνωρίζει και να την 
έχει καταχωρίσει στο μυαλό του 
µε την σωστή σημασία.; Η 
μαθηματική σημασία για να 


καταχώριστεί επιτυχώς εκ νέου 





ΟΡΙΣΜΟΣ 
Αν Ἰπι Γ(χ)Ξ 6 (αντιστοίχως πι ΓΕ (κ) Ξ Ε), τότε ή ευθεία νξέ λέγεται ορι- 


ζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της }Γ στο 1ο (αντιστοίχως 
στο --- ). 


ϱ Γστω η συνάρτηση 


Γῶ-κ-α- 
.. 


και η ευθεία 


οίχ)τκ-ἰι (Σχ. 46). 


ο. αυ | - -- 
Επειδή Ἰίπι[ ΓΕ (κ) -- σ(κ)]- Ππι--Ξ0. καθώς 
Επι κκ. γ 

το χα τείνει στο -οο, οἱ τιµές της / προσεγγί- 

ζουν τις τιμές της σ. Δηλαδή, η γραφική πα- 

ράσταση της προσεγγίζει την ευθεία 

γτκ-]. την περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία νςκ-] εἶναι ασύμµμπτωτη 
(πλάγια) της 6, στο ο. Γενικά: 


ΟΡΙΣΜΟΣ 


Ἡ ευθεία ντ ΛχΕβ λέγεται ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της ν στο. 
Ἔσο, αντιστοίχως στο --ο, αν 
ποτ (4κβ)ΙΞ0. 


αντιστοίχως 
| Ηπι[/(α) -(Ακτρ)-ο. 


Η ασύμπτωτη νξ κ είναι οριζόντια αν 1-0. 
πλάγια ασύμπτωτη. 


ενω αν αδῦθ λέγεται 


Για τον προσδιορισμό τών ασυμπτώτῶὼν µιας συνάρτησης ισχύει το παρακάτω 
θεώρημα. του οποίου η απόδειξη παραλείπεται. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 


ΙΗ ευθεία ντ λκτβ είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της { στο 
Ἴσο, αντιστοίχὼς στο ---ο. αν και µόνο αν 


μπι «/038) 
ἆγιο γχ 


ΞλεΚ και Ηπι[/(α) -λκ]ΞβεΝ. 


αντιστοίχως 


πο λε Β και Ιπ[/) λα] -βεΚ. 


κ η 
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Τα επιστηµολογικά εμπόδια ( οὐρίαε[ος ὀρἱίόπιοἰορίφμος ) είναι εσωτερικές αναπαραστάσεις που περιέχουν το προφανώς σωστό. 
Σε κάποιες περιπτώσεις είναι χρήσιμες αλλά τελικώς απενεργοποιούν την διαδικασία οικοδόμησης της γνώσης 


"Ένας Αγγλόφωνος μαθητής δεν έχει κανένα τέτοιο πρόβλημα, αφού οι όροι αθγπρίοξς . αδγπιρἰοίο δεν του λένε τίποτα από 
απόψεως ετυµολογικής αφού απλούστατα είναι Ελληνικές! 
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στον εγκέφαλο, ὣς ένα νέο γνωστικό σχήµα που να τροποποιεί το προὐπάρχον παλαιό, προὐποθέτει µια 


γνωστική σύγκρουση η οποία κατ΄ ουδένα τρόπο προσφέρεται µε το σχήµα του βιβλίου . Το σχήµα εντείνει 
την παραμονή του πρότερου προὐπάρχοντος γνωστικού σχήματος δεν συμβάλλει στην σωστή τροποποίησή 
του . ενώ αυτό θα μπορούσε να επιτευχθεί µε την παράθεση και ενός άλλου σχήματος όπου λ.χ. µια 
συνάρτηση { :1ξ - ΣΚ. έχει άπειρα κοινά σηµεία µε την ασύμπτωση και μάλιστα αν θεωρήσω Μ250 οσοδήποτε 
µεγάλο καιτον περιορισμό της Γστο [Μ.οοἱ η { µετην ασύμπτωτη να έχει άπειρα κοινά σηµεία. 

Το βιβλίο του ΟΕΔΒ μάλιστα διασαφηνίζει- ώστε να µην υπάρχει καμμία παρανόηση εκ µέρους των µαθητών- 
ότι «...ἠ γραφική παράσταση της {. προσεγγίζει την ευθεία ΥΞ-...... » (βλέπε παραπλεύρως) Για την έννοια 
της «προσέγγισης» το σχήμα που παρατίθεται µιλά από µόνο του και βεβαίως καλύπτει την έννοια της 
ασύμπτωτης αυστηρά και µόνο για την συγκεκριμένη συνάρτηση. Το σχήµα αυτό ὃεν καλύπτει όλες τις 
Κλάσεις . αφού υπάρχει µία τουλάχιστον άλλη κλάση συναρτήσεων κάθε αντιπρόσωπος της οποίας, έχει κοινά 


σηµεία (πεπερασμένα ή άπειρα µε τις ασύμπτωτες . ἨΜια τέτια συνάρτηση είναι τη 


.. ) 
χ--επχ.αν -0 


(0) χ η οποία επιδέχεται ὡς πλάγια ασύμπτωτη και στο -οοΚαί-Γοο την ΥΞΧ 
θ.αν Ξ-0 
«ΠΩΙράγματι: .. ὦ 
(2 χΓ-- δίπχ 1 
πι ---μπι- ---- Ηπ](1 “----θίη α΄) Ξι--0-0 
Χ-»οο χ Χ--»οο χ Χ--»οο χ 


Ενώ Ὁ μι οὐ αλα -4)Ξ0 
Χ--»οο Χ--»οο γ 


.. . 
Η συνάρτηση {(α) -- κ----σίῃ κ΄ επιδέχεται στο --οοΚάί --οο ως πλαγία 
Χ 


ασύμπτωτη την ΥΞΧ. η οποία έχει µε την συνάρτηση άπειρα κοινά σηµεία. 
Πράγματι, η επίλυση τής εξίσωσης ά)χ, οίνει: 


|... 
 αἶῃπ αχ π0δίμα” --ϱ «5 ςίῃ χ” -- «ἰπθ 
Χ οφ] 


Χ 


χ΄ -2μπ0 


ποσών ο. «πκαε 
χ΄ Ξ-(2Κ-Ὀπ-0 


«Ὁγζξτνκπ.κεΝ ὁηλ.ἐγωάπειρακοινάσημεία. 
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ψ 
Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να υπάρχει το 1ῃῃ .ί ) ε,αλλάη { (8) να µην έχει πλάγια 


χ--λ-οο 


ασύμπτωτη. 











2 
--- 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν π.χ. Γ(α)Ξα συν χ/Ἐ. τότε Επι ΓΙ.) ο μα» 
χ-γοο  «Χ χ--»γοο χ 
συν΄α 
-- Ἠ Ώῃ 1 -- Ξ]--θ-]! 
α--λ-οο χ 


Όμως Ίΐπι ( ἴ (α)-- λκ) - Ίϊῃι συν΄χ. Το τελευταίο όριο δεν υπάρχει, διότι αν θεωρήσω χ, Ξ 2Ηπ -»τοο, τότε 
χ----Γοο χ--»Γοο 


ΗἨῃῃ συν΄α͵ Ξ- ἨΠι συν’ 2ηπ -- ΗΠι { -ι ενώ αν 
Π-»-γοο Π-»γου Π--»-Γοο 


π ͵ 2 --- - 
ν, Ξ2ππ----»-Ἴοο,τότε πι συν΄ν, - Ηπιθςῦ. 
2 11--»-Γοο 1 --»-Γγοο 


Η γραφική παράσταση της {(χ) -- χ-Γσυν΄χ εφάπτεται σε άπειρα σηµεία µε την ευθεία Υ-κ , αλλά δεν υπάρχει διάστηµα 


της µορφής [Μ. --οο) ή (-οο .-ΜΙ] (µε Μ20 . και Μ οσοδήποτε µεγάλο) έτσι ώστε σε αυτό το διάστηµα η μεταξύ τους 


απόσταση να τείνει στο 0 
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Ένα άλλο παράδειγµα µε οριζόντια ασύμπτωτη αυτή τη φορά είναι το παρακάτο: 


ημχ 
Θεωρώ την { (4) εν ο ο γι αυτήν ισχύει ότι: Ίπι -- Εὴ θκαι τη Ἱ , πράγµα που σηµαίνει 
1. χ--θ χ-λἼοο. «Χ χ-λ-οο. «Χ 


ότι η ευθεία γ-θ (δηλαδή ο άξονας χχ)) είναι οριζόντια ασύμπτωτη της { (ία). 


Όμως η { (α) και ο άξονας αχ’ έχουν άπειρα (αριθµήσιμα) κοινά σηµεία, αφού η εξίσῶση 


. Ξθένημε-θ» (α Ξ-κπ.κε Ζ) και έτσι φαίνεται η απειρία των κοινών σημείων. 


χσθ 





ημα 
--- στ 
Να σημειώσουμε, ότι η συνάρτηση { (α) 4 κ είναι παντού συνεχής και έχει την µορφή µιας αποσβενυόµενης 
|. χΞΟθΟ 


φθίνουσας ταλάντωσης και προς το -ΟὉ καιπροςτο -ΟὉ. όπως φαίνεται στην παραπάνω γραφική της παράσταση 


Τελικά .η σύγχυση της έννοιας «ασύμπτωτη συνάρτησης) εκτός από την ετυμολογική σηµασία της λέξης 
«ασύμπτωτη» (και δευτερογενώς από υπάρχουσες ελλιπείς εικόνες στα εγχειρίδια ή ελλιπή παραδείγματα) 


προέρχεται και από κάπου αλλού; 





Απάντηση: 

Ναι, υπάρχει και µια άλλη πηγή της σύγχυσης αυτής , απόλυτα φυσιολογική. Αυτή η πηγή, είναι η έννοια της 
«κατακόρυφης ασύμπτωτης) όπου εκεί, όντω ί 
την συνάρτηση χωρίς να την τέμνει) 

Αυτό συμβαίνει εξ ορισμού της κατακορύφου ασύμπτωτης συνάρτησης και ουσιαστικά συνιστά την 


γεωμετρική σημασία των .. Τ(α)Ξ-ιοο εἴτε .. Τι) -οο εἴτε ο. Τ(α)ξ-οο εἴτε πι { (1) 


χ-ὸχρ 





δείτε ΠΠ {(α)Ξ-οο είτε πα, Γία)-τοο, 


Χκ--»χῷ λ--»χῃ 
Ένα πρὀχειρο επιχείρημα στην ερὠτηση «Φιατί κύριε ή κατακόρυφη ασύμπτωτή ὃεν είναι δυνατόν να τέμνει 
το γράφήµα τής συνάρτησης» και η εις άτοπον απαγωγή: «Αν την έτεµνε τότετο πα {(α) θα ήταν 

χ--»αρ 


πεπερασμένο και ίσο µετο / (αρ) . αλλά έχοµε πει ότι υπάρχουν κατακόρυφες ασύµπτωτες, όταντο πα {(α) 
οι 


απειρίζεται.» 
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Σουνύψιση όλων τῶν παραπάνω: 


Που έγκεινται τα διδακτικά εμπόδια στην έννοια της ασύμπτωτης συνάρτησης; 


Απάντηση: 
ο Στην ελληνική ετυμολογία τῆς λέξης «ασύμπτωτη» 
ο Στην έλλειψη καταλλήλου παραδείγματος στο διδακτικό βιβλίο. 
ο Στο ότι όλες οι κατακόρυφες ασύμπτωτες εξ ορισμού δεν μπορούν να τέµνουν το διάγραμμα µιας 
συνάρτησης. 


Πώς αίρονται τα παραπάνω εμπόδια; 


Απάντηση: 


ο Νε έντονη επισήμανση. έντονο τονισμό, ότι µπορεί η έννοια να λέγεται «ασύμπτωτη», αλλά την λέξη 
την διάλεξαν ξένοι για λογαριασμό µας, εµείς την µεταγράψαμε φυσιολογικά στην γλώσσα µας, αλλά 
σε µας σηµαίνει την µη όχουσα κοινά µέρη µε την συνάρτηση. Όμως, απὀ τον μαθηματικό ορισμό της 
έννοιας αυτό είναι δυνατό | 
Με την ύπαρξη --τοποθέτηση στο διδακτικό βιβλίο τουλάχιστον ενός παραδείγματος ασυμπτώτου που 


έχει κοινά σηµεία και μάλιστα άπειρα µε το διάγραµµα της συνάρτησης . Το παράδειγµα να είναι τόσο 
χαρακτηριστικό, όπου αν θεωρήσω Μ320 οσοδήποτε µεγάλο και τον περιορισμό τῆς { στο |Μ. οο] η 
Ἰ. µετην ασύμπτωτη να έχει άπειρα (αριθµήσιμα) κοινά σηµεία. 


Στην επισήμανση στο βιβλίο, ότι µόνο στην έννοια τής κατακόρυφης ασύμπτωτης η ασύμπτωτη δεν 
είναι δυνατόν να έχει κοινά σηµεία µε την συνάρτηση. 





